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I1. PROBLEMA A UNA FASE. ESISTENZA E NON-DECGCENERAZIONE

1. INTRODUZIONE

Dati una funzione v € H'(R?) ed un insieme misurabile  C R? di misura finita, definiamo

f(u,Q):/ |Vu|? dz + [{u > 0} N Q.
Q

1.1. Minimi e minimi locali. Diciamo che una funzione v € H} () ¢ un minimo locale in © se
F(u,K) < F(v,K) per ogni compatto K C Q edogni ve H. . (Q) taleche u—v=0 in Q\K.
Diciamo che una funzione v € H*({2) ¢ un minimo in { se
Flu,Q) < F(v,Q) perogni ve HY(Q) taleche u—wve Hi(Q).

1.2. 1l problema variazionale. Consideriamo un compatto D € R? ed una funzione non-negativa g € H*(R%).
Mostreremo che esiste una soluzione del problema variazionale

(1) min{]—'(u,Rd) tu=gsuD, ueHl(Rd)}.

2. FUNZIONI SUBARMONICHE POSITIVE
Lemma 1. Siano Q un aperto in R* e u > 0 una funzione in u € Hl(Q) tale che:

u—v € HQ)

/|Vu|2dx§/ \Vol?dz  per ogni v € H(Q) tale che
Q Q v=0 g¢o. su {u=0}

Allora u & subarmonica su € in senso delle distribuzioni, ovvero
—/ Vu-Vode >0 perogni o€ Cr(Q), ©>0 su Q.
Q

Lemma 2. Siano Q un aperto in R e u € HE (Q) una funzione subarmonica in ). Allora:
(1) per ogni zo € Q, le funzioni
T ][ u(z) dx e T wdH !
BT(:E()) BBT(mO)

sono monotone decrescenti;
(2) la funzione u é definita ovunque in Q; precisamente, per ogni xo € §) esiste il limite

lim u(z) de.
r—0 Br (x())

Per definizione

u(xg) = 711_% o u(zx) dx.

Lemma 3. Siano Q un aperto in R% e u € H} () una funzione non-negativa e subarmonica in 2. Allora, u

¢ localmente finita in Q. In particolare, per ogni palla Ba,.(xo) C 2 si ha

[l oo (B, (20)) < 2 ][ w(z) da.
Ba,-(x0)
1



3. SOTTOSOLUZIONI
Diciamo che una funzione u € H'(Q2) & una sottosoluzione in €2 se
Flu,Q) < F(v,Q) perogni ve HY(Q) taleche u—ve Hj(Q) e v<u in Q.

Lemma 4. Esiste una costante dimensionale n > 0 tale che, se u € B,. é una sottosoluzione in B, che soddisfa
la disuguaglianza

[ull e (m,) <0,
allora w =0 in Br,.

Corollario 5. FEsiste una costante dimensionale n > 0 tale che, se u € B, é una sottosoluzione in B, che
soddisfa la disuguaglianza

][ u(z)dx < nr,
B,
allora w =0 in Br,.
4. ESISTENZA DI MINIMI

Teorema 6. Dato un compatto D € R? ed una funzione non-negativa g € H*(R?), esiste una soluzione u del
problema (1). Inoltre, ogni minimo w di (1) ha supporto limitato.
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